Optimization of Urban River-crossing Traffic Charging Scheme by 史若燃 & 郑振龙
第15卷第2期
2015 年 4 月
交通运输系统工程与信息
















Optimization of Urban River-crossing Traffic
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（The School of Economics, Xiamen University, Xiamen 361005, Fujian, China）
Abstract: Urban river-crossing traffic charging scheme of BOT contains several factors, which include
franchise period, time-vary traffic demand and planning charging amount. Based on these crucial factors,
pricing scheme is designed as the sum of basic charge fee and congestion taxes, the bi- level mathematical
programming is build up with multiple lower- levels. In this mathematical programming, each lower- lever
programming, which adopts users' equilibrium model with elastic traffic demand, represents one identical
hour in a day; the upper-level programming maximizes the consumer surplus. In this model, congestion taxes
are encapsulated into the river-crossing fee so that the latter could adaptively change with crowding status.
Numerical analysis shows that when basic fee increases，the total charging amount will first increase then
decrease and approach to zero, and consumer surplus will decrease and approach to zero as well. Such
patterns would result in a connected feasible interval of basic fee.
















































































给定交通网络 G = ( )V,A ，其中 V = V1 ⋃ V2 为节
点 集（ V1 ⋂ V2 =ϕ ），A 为 路 段 集 ，A 的 子 集
B = A⋂ [ ]( )V1 × V2 ⋃ ( )V2 × V1 为 V1 与 V2 之间的全部
路段集，每小时路段通行能力为 Ca,a ∈ A . V1 和 V2
分别表示城市被一条江河分割的两个区域，B 表
示过江通道集.
记 Krs 为网络 G = ( )V,A 中点对 ( )r,s 之间的全
体路径集，由于“条条道路通罗马”，总认为网络 G
是强连通的.因此，对于任何 ( )r,s ∈RS ，不可能出
现 Krs =ϕ的情形.
记OD需求点对集为 RS ，设某1 h潜在出行需




qrs =Qrs exp( )-ημrs ， ( )r,s ∈RS (1)
式中 η为弹性系数；μrs 表示 r 至 s的单位出行费
用.由于 RS 是网络 G 的连通点对集，且 Qrs > 0 ，所





minZ =∑a ∈ A\B∫0xa ta( )x dx +∑a ∈B∫0xa( )ta( )xa +P dx +
1
η∑( )r,s ∈RS( )∫0qrsln xdx - qrs lnQrs
(2)
s.t.
∑k ∈Krs frsk = qrs， ( )r,s ∈RS (3)
xa ≤Ca， a ∈B (4)
frsk ≥0， k ∈Krs,( )r,s ∈RS (5)
式中 frsk 为点对 ( )r,s 之间路径 k ∈Krs 上的流量；
η为弹性系数.
路段流量
xa =∑( )r,s ∈RS∑k ∈Krs frsk δakrs， a ∈ A (6)
式中 δakrs 为路径与路段的关联关系，若点对 ( )r,s














， a ∈ A (7)
式中 常数 ω 是出行者平均每小时的时间价值；
ta0 为路段 a的自由流行驶时间；α 和 m 为参数，通
常取 α= 0.15,m = 4 .
3 均衡模型的正确性证明
为了证明式(2)–式(7)的最优解为给定基本收
费单价 P 的均衡解，将路段流量 xa,a ∈ A视为中间
变量，构造Lagrange函数
L =Z -∑( )r,s ∈RS μrs( )∑k ∈Krs frsk - qrs -
∑( )r,s ∈RS∑k ∈Krsνrsk frsk -∑a ∈Bπa( )Ca - xa (8)
式中 μrs,νrsk,πa 为Lagrange乘子，满足
νrsk ≥0, k ∈Krs,( )r,s ∈RS (9)
πa ≥0, a ∈B (10)
Lagrange函数 L 的K-K-T条件为
∂L∂frsk =∑a ∈ A\Bta( )xa δakrs +∑a ∈B( )ta( )xa +P +πa δakrs -







+ μrs = 0, ( )r,s ∈RS (12)
νrsk frsk = 0, k ∈Krs, ( )r,s ∈RS (13)
πa( )Ca - xa = 0, a ∈B (14)
和式(3)–式(7), 式(9), 式(10).令
ckrs =∑a ∈ A\Bta( )xa δakrs +∑a ∈B( )ta( )xa +P +πa δakrs ,
 k ∈Krs,( )r,s ∈RS (15)
式中 ckrs 是点对 ( )r,s 之间路径 k 的费用，当
a ∈ A\B 时，路段费用为 ta( )xa ；当 a ∈B 时，路段费
用为 ta( )xa +P +πa ，这是广义的路段费用.这里将
Lagrange乘子 πa 解释为拥挤收费，除了路段行驶
费用 ta( )xa 之外，所有通过 a ∈B 的用户在支付基




rs - μrs - νrsk = 0, k ∈Krs,( )r,s ∈RS (16)






frsk( )ckrs - μrs = 0
ckrs - μrs ≥0  
frsk ≥0    
, k ∈Krs,( )r,s ∈RS (17)
式(17)表明：若 frsk > 0 ，则 ckrs = μrs ，即非 0流路径费
用 ckrs 均等于 μrs ；若 c
k
rs > μrs ，则 frsk = 0 ，即路径费用








πa( )Ca - xa = 0
Ca - xa ≥0  
πa ≥0   
，a ∈B (18)




































给定特许期为 N 年，并假设第 n 年中每一天
具有相同的平均需求.对于第 n 年一天中的第
i( )i = 1,2,⋯,24 小时，记潜在需求和实际需求分别
为 Qnirs ,qnirs ,rs ∈RS . 对于给定的基本收费单价 P ，第
n 年一天中的第 i 小时的交通均衡状态可借助于
式(2)–式(7)来描述，由均衡状态下的路段流量 xnia
和拥挤收费 πnia 可以计算出该小时的收费额
∑a ∈B( )P +πnia xnia ，汇总可获得特许期 N 年内的收
费总额





∑n = 1N 1( )1 + β n - 1365∑i = 124∑( )r,s ∈RSqnirs η (21)
由此构造双层规划模型.
max∑n = 1N 1( )1 + β n - 1365∑i = 124∑( )r,s ∈RSqnirs η (22)
s.t.
∑n = 1N 1( )1 + β n - 1365∑i = 124∑a ∈B( )P +πnia xnia ≥HN (23)
P≥0 (24)
对于 n = 1,2,⋯,N 和 i = 1,2,⋯,24 ，上述模型
中的 xnia ,a ∈B 分别为下层规划模型式(25)–式(29)
的最优解（下层规划模型共计 24N 个）.
minZni =∑a ∈ A\B∫0xnia ta( )x dx +∑a ∈B∫0xnia ( )ta( )x +P  dx +
1
η∑( )r,s ∈RSæèç öø÷∫0q
ni
rs ln xdx - qnirs lnQnirs
(25)
s.t.
∑k ∈Krs frsk = qnirs , ( )r,s ∈RS (26)
xnia ≤Ca, a ∈B (27)
frsk ≥0, k ∈Krs,( )r,s ∈RS (28)
xnia =∑( )r,s ∈RS∑k ∈Krs frsk δakrs , a ∈ A (29)
式(25)–式(29)与式(2)–式(7)仅仅只是相关参
数和变量中增加了年份 n 和小时 i的标识，是关于
不同年份一天中不同小时内的交通均衡模型.而
πnia 是采用算法 1求解式(25)–式(29)时对应于约束




单价 P进行枚举.对于每一个 P值，分别求解 24N 个













B ={ }( )v4,v8 ,( )v5,v9 ,( )v6,v10 ,( )v7,v11
OD对集
RS ={( )v1,v13 ,( )v13,v1 ,( )v1,v14 ,( )v14,v1 ,
( )v2,v13 ,( )v13,v2 ,( )v2,v14 ,( )v14,v2 }
弹性系数 η = 0.2 ，年贴现率 β = 5% ，特许期




每 一 天 内 ，第 i 小 时 的 潜 在 需 求 为
Qnirs = 3 800λirs pcu ，其中 λirs 为第 i 小时 OD 对 ( )r,s
的潜在需求系数，以反映各个小时的流量差异，所
有OD对24个小时的 λirs 取值如表1所示.
图 1 道路网络、通行能力 (pcu)与自由流时间 (h)
Fig.1 Traffic network, link capacity (pcu) and travel time for
free flows (h)
表 1 每一小时的潜在需求系数 λirs




















































































降.当 P = 5.10元时，收费总额达到最大值30.6亿元.
收费总额达到计划收费总额（H20 = 28 亿元）的基
本收费单价构成一个连续区间[3.15,7.40].在区间
[3.15,7.40]中，对应于最大消费者剩余的最优基本














Fig.2 Total charge amount and consumer surplus with
respect to basic fee
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图 3 点对 (1,14)的潜在需求和实际需求曲线
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